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Medzi riešeniami systému Y m6že byť integrál g, definovaný v i s -
tcm i n t e r v a l e , ktorý integrál je význačný tým, že jeho hodnoty v porovnaní s hod­
notami l'ubovol'neho r i e S e n i a y € Y v číslach, v ktorých obidvé riešenia g, 
y existujú, sú vždy menšie, lebo sa rovnajú hodnotám riešenia y. Integrál g 
sa potom nazývá naflmenšlt integrál prechádzajúci bodom (J ,^ ), stručné: n a j -
menši integrál v bode ( J , \ ) • 
Obdobné definujeme najváčši integrál G prechádzajúci bodom ( j , £ ), 
stručné: najvSČši integrál v bode ( j , ^ ) , tým že jeho hodnoty v porovnaní 
s hodnotami l'ubovolneho riešenia y £ Y v číslach, v ktorých obidve riešenia 
G," y existujú, sú vždy vačšie, alebo sa rovnajú. 
Integrály g, G nazýváme súhrnne krajné, alebo extrémně integrály  
prechádzajúce bodom , ̂  ), stručné: krajné alebo extrémně.integrály v bode 
tahko vidíme, že ak d. rovnica (a) má l e n jedno riešenie prechádza-
júce bodom ( j , ^ ) , definované v nejalom i n t e r v a l e j , potom toto riešenie 
je súčasne najmenším a najvMčším integrálom v bode ( j , \ ); naopak, ak.d. 
rovnica (a) má riešenie prechádzajúce bodom ( j ,^)» definované v nejakom 
i n t e r v a l e j , ktoré je súčasne najmenším a najvfičším integrálom v bode ( j t\) 
potom toto riešenie je jediné, ktoré prechédz,a bodom ( j , \ ) a j e definované^ 
v i n t e r v a l e j . 
Podobné, ako sme d e f i n o v a l i krajné integrály v bode ( j t\)t d e f i ­
nujeme t z v . kra.fné zložené integrály v bode ( j , \ ) • 
Medzi riešeniami systému Y m6že byť integrál h (H), definova-
ný v tom istom i n t e r v a l e , ktorý integrál j e významný tým, že jeho Časť v čís­
l a c h x i ^ , pokial* e x i s t u j e , j e najmenším (najvSčším) a v číslach x í j 
pokiaT e x i s t u j e , najvSčším (najmenším) integrálom systému Y. Integrál h 
(H) sa potom nazývá dolqý (horný)- zlo ženy1 integrál prechádzajúci bodom ( j , % ) 
stručné: dolqý (horqý) zložené integrál v bode ( j , \ ); súhrnne potom t i e t o 
integrály nazýváme krajné alebo extrémně zložené integrály prechádzajúce bodom  
( j t \ ) t. stručné: krajné alebo extrémně zložené integrály v bode (| t \ ) • 
V l a s t n o s t i krajných zložených integrélov v bode ( £ , ̂  ) sú samozřej­
mé dané v l a s t no sťami najmenších a najvfičších integrálov v bode ( j t\)» 
4. Porovnávacie teorémy 
23. M e t o d a i n d u k c i e v k o n t i n u u 
V dfikazoch porovnávacích teorém, ktoré sú hlavným obsahom t e j t o ka­
p i t o l y , použijeme t z v . metody indukcie v kontinuu. Tuto metodu vynašiel 0.Per­
ron a v mnohých prípadoch přeukázal j e j úžitočnosť. 
Metoda indukcie v kontinuu je převedením k l a s i c k e j metody úplnej induls-
c i e z množiny prirodzených čísel na uzavřetý i n t e r v a l * 
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Klasickú metodu úplnéJ indukcie používáme, ako vieme, spravidla vtedy, 
ak máme ku každému prirodzenému číslu n priradený istý výrok V"n a ak ide o 
to dokázať, že všetky výroky 
Vl» V 2 » V 3 » ( 1 ) 
sú správné. Postupujeme tým spdsobom, že dokážeme 1. sprévnosť výroku V^, 
2. že pre každé n ( 1 2 ) , pre ktoré sú správné výroky V^, V 2, V n - 1 , 
je správný i výrok V^. Že potom všetky výroky (1) sú správné, plynie z t e j -
to úvahy: 
Ak tomu tak nie j e , sú nesprávné výroky priradené k istým priroďzeným 
číslam a z nich jedno, označme ho m, je najmenšie. 
Pretože platí 1., je m > 1. Podia definície Čísla m sú výroky 
VJ^I V 2 , v m.i správné,avšak výrok V"M je nesprávný. To však je spor, 
pretóže platí 2 , ; 
Majme teraz ku každému Číslu x z lubovolného kompáktného in t e r v a l u 
[a, b] priradený nějaký výrok Vx« Chceme dokázať, že všetky výroky, prirade­
né k jednotlivým číslam x£ f a , b] sú správné. 
Pokusme sa previesť uvedenu klasickú metodu na tento případ. Postupu-
júc analogicky, najprv dokážeme sprévnosť výroku Vfl. Potom by ememali doká­
zať, že pre každé x £ [ a , b), pře ktoré sú správné všetky výroky priradené 
k Jednotlivým číslam intervalu [a, x j , je správný aj výrok, priradený k čís­
lu najbližšie vMčšiemu než x. Avšak to nejde, nakolko také naj&ižšie vMČŠie 
číslo neexistuje. 
Tento spdsob prenesenia metody úplnej indukcie z množiny prirodzených 
čísel na náš interval teda skláme. Avšak podstatnú časť tejto metody m&žeme 
prenieať, ak ju trocha inak formulujeme^ a to takto: 
Ak máme dokázať, že všetky výroky (1) sú správné, dokážeme najprv 
sprévnosť výroku Ak nie. sú všetky výroky ( l ) ' správné, sú nesprávné vý­
roky priradené k istým prirodzeným číslam a z nich jedno, označme ho m, je. 
najmenšie. 
Pretože výrok jí správný, je ra > 1. Podia definície čísla 
m, sú výroky V^, V 2, v m_i správné, avšak výrok V m je nesprávný. Z toh-
to úsudku sa snažíme odvodiť spor. (Spor dostaneme napr. vtedy, ked* dokážeme, 
že pre každé prirodzené číslo n ( 2 2 ) , pre ktoré sú správné výroky V^, V 2, 
• V Q - 1, je správný i výrok V n») 
Při tejto formulácii je pršenésenie metody úplnej indukcie na uzavretý 
interval jednoduché: 
Ak máme dokázať, že všetky výroky V x priradené k jednotlivým číslam 
x£ [a, b] sú správné, dokážeme najprv sprévnosť výroku V Q. Ak nie sú všetky 
výroky správné, sú nesprávné výroky priradené k určitým číslam intervalu Ca ,b) 
a množina týchto čísel má dolnú hranicu c € [a, b j . Je bu5 a < c < b, alebo 
e s a , alebo c = b. Z d e f i n i c i ^ čísla c vyplývá: 
V případe a < c < b sú všetky výroky V x pre x £ [a,.c) aprávne 
a výrok V je alebo nie je správný; ak je správný, potom v každom rýdzom ©ko-
t i . . 
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lí správa čísla c existuje aspoň jedno číslo x, pře ktoré výrok V je ne­
správný. 
V případe c = a existuje v každom rýdzom okolí správa čísla c as­
poň jedno číslo x také, že výrok. V je nesprávný* 
V případe c • b, je výrok Vfe nesprávný. 
Z týchto úsudkov sa snažíme odvodiť spor* 
24. A p l i k á c i a m e t o d y i n d u k c i e v k o n ­
t i n u u n a d d k a z n e r o v n o s t i 
f(x) s g(x) 
Nech f, g sú funkcie spojité a majů der i vádě v nejakom intervale 
[a, bj . 
Máme dokázat, že platí: 
f(x) í g(x) pre x c [a, b] (1) 
pričom znamienko = má platnost len pre x = a. 
Použime k tomu metodu indukcie v kontinuu* 
Usudzujeme takto: 
Predovšetkým zistíme, že pre x = a tvrdenie f(a) = g(a) platí. 
Ak neplatí nerovnost f(x) < g(x) vo všetkých číslach x €. (a, b j 
mé množina čísel, v ktorých nerovnosť neplatí, dolnú hranicu c č£a, bj , 
1. Nech a % c < b. V každom rýzdom okolí čísla c správa existu­
je bod x, v ktorom naša nerovnosť neplatí. Teda existuje postupnost čísel 
£ x . ^J konvergujúca k c taká, že c < x ^ a pre každé x ^ je 
fUcC ) S g^x^) 
Odtial* vzhl'adom na spojitost funkcií f, g vyplývá 
f(c) S g(c) 
» 
Ak a = c máme, ako sme už z i s t i l i , f (c) = g(x). Ak a < c, máme 
pre x € (a, c) : f(x) < g(x) a odtial' vzhl'adom na spojitost funkcií f, g 
vyplývá f(c) < g(c) a teda opět f(c) = g(c). 
Máme teda 
f ( X f l C ) - f(c) g(Xoc) - g(c) > _ 
x«c " c *" x ^ - c 
a odtial* limitným prechodom x ̂  -+ č dostaneme 
f'(c) i' g'(o) 
V čísle c p l a t i a teda vzťahy: 
f(c) = g(c), f'(c) 5 g'(c) (2) 
přitom v případe c = a ide o deriváciu správa* 
2. Nech c = b. Potom pre x6 (a, b) Je f(x) < g(x), z čoho opfiť 
vzhl'adom na spojitost funkcií f, g vyplývá f(e) $ g(c), av$ak f(c) £ g(c). 
Teda je f(c) » g(c). Okrem toho je pre x i la, c): 
f(x) - f(c) g(x) - g(c) • > 
X - C X - c 
a teda tiež 
f'(c) > g'(c) 
takže v čísle c p l a t i a opSť vztahy (2) t pričom ide o deriváciu zlava. 
Vidíme, že k prevedeniu dokazu platno s t i vzorca (1) stačí dokázať, že 
platí rovnost f(a) = g(a) a že vzťahy (2) spolu s vlastnosťami funkcií f, g 
Obsahujú spor. 
25. P o r o v n á v a c i e t e o r é m y 
Nech 8Ú dane" dve diferenciálně rovnice* 
(a) y' = f(x, y ) ; Y' = F(x, Y) (A) 
• 
ktoré majů spoločný nějaký definičný obor o*. Ak v niektorom bode (x, y) £ </ 
platí nerovnosť f ( x , y) < F(x, y) alebo f(x,y) 3. F(x, y ) , spinajd v tom­
to bode směrnice dotyčnlc každých dvoch i n t . k r i v i e k d. rovnic (a), (A) pre-
chádzajúcich bodom (x, y ) , pokial* existuji!, tú istú nerovnosť. Z toho móžeme 
očakávať, že ak jedna alebo druhá nerovnosť platí v každom bode oboru &t ma­
jů int. křivky d. rovnic (a), (A) prechádzajiice Tubovolným bodom (J • ̂  ) 6 C, 
pokial* existuji!, tuto vzájomnú polohu: 
Časti i n t . k r i v i e k d. rovnice (a) vpravo (vl'avo) od bodu ( f , \ ) 
ležia pod (nad) příslušnými Časťami i n t . k r i v i e k d. rovnice (A), alebo aspoň 
nie sií nad (pod) nimi pokial', pravda, t i e t o časti e x i s t u j i i . Porovnávacie teoré­
my vyjadrujú přesný popis tej t o situácie. 
Prvá porovnávacia teoréma. Nech v každom bode (x, y) € & platí ne­
rovnosť 
f(x, y) < F(x, y) 
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Potom každé dva integrály y, Y d. rovnic (a), (A) definované v nejakom spo-
ločnom intervale j , prechádzajúce spoločným bodom ( j , \) £ o, spínájú v 
každom čísle x í j nerovnosti: 
y(x) > Y(x) pre x < J 
y(x) < Y(x) pre x > j 
Obsah tejto vety mfižeme názorné výjadriť tým, že za uvedeného předpo­
kladu majů každé dve int« křivky y, Y d. rovnic (a), (A) prechádzajúce tým i s -
, tým bodom ( j t\) spoločný právě len tento bod; vlavo od bodu (| ,% ) l e -
3Í křivka y nad křivkou Y, vpravo od nej křivka Y nad křivkou y f po-
k i a l , pravda, t i e t o časti k r i v i e k y, Y existujú. 
Nech teda y, Y sú 1'ubovol'né integrály d. rovnic (a), (A) d e f i ­
nované v nejakom spoločnom intervale j , prechádzajúce spoločným bodom ( | , 
\ ) € &• V ddkaze sa mdžeme obmedziť na z i s t e n i e , že pre £ < x £ j je 
y(x) '< Y(x). Zvyšujúca Casť d6kazu sa prevedie na tento případ tým, že sa 
d. rovnice (a), (A) transformujú substitúciami X = - x, z = y; X = - x, 
Z = Y. 
Nech ( | < ) x £ j je Tubovolné číslo, přejme stačí zistiť pl a t ­
ností nerovnosti 
y<t) < Y(t) pre t € ( j , x) 
Podra předpokladu máme yCj) a Y( j ). 
Připustíme, že> nerovnost? y(t) < Y(t) neplatí vo všetkých číšlach 
t € ( j , x ) . Z výsledkov v predchádzajúcom odseku usudzujeme, že existuje 
číslo c € £ j , x 2aplňajúce vzorce: 
y(c) = Y(c) 
y*(c) £ Y'(C) 
pričom v případe c » J (c = x) ide o deriváciu správa (zlava). Z týchto 
vzorcoVa z toho, že funkcie y, Y vyhovujú d. rovniciam (a), (A), vychá-
dza: 
fCc» y(c)) 3 y'(<?) * Y' ( c ) * FC?»Y(c)) = FCc» y(c)) 
takže máme: 
fCc» y(c)) * FCc» y(c)) 
Táto nerovnost nle je .možná, lebo podia předpokladu je v každom bode 
oboru <y a teda i v bode (c, y(c)) hodnota funkčia f mens i a ako hodnota 
funkcie F. Tým je teoréma dokázaná* 
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Druhé porovnávacia teoréma* V tejto teoréme sú oproti prvej porovná-
vacej teoréme předpoklady rozšířené tým, že sa v laždom bode (x, y) & & p r i -
púšťa plátnosť nerovnosti f ( x , y) ^ F(x, y ) , alebo nerovnosti f ( x , y) g 
F(x, y), avšak súčasne svi obmedzené požiadavkou s p o j i t o s t i jednej z oboch 
funkcil napr. funkcie F. 
Dfikaz druhej porovnávacej teorémy vyžaduje omnoho hlbšie úvahy než v 
predchádzajúcom případe* Tu sa obmedzíme len na popis situácie, v ktorej dru­
há porovnávacia teoréma platí, avšak od d6kazu upustíme. 
Nech Oj , £) £ o* značí lubovolný bod. 
Vychádzame z nasledujúcej situácie: 
Majme ohraničený i n t e r v a l k obsahujúci číslo J , kompaktnú mno­
žinu Kcc^, obsahujúca bod ({ , $ ) , Sálej postupnosť funkcií F^ (x,y) 
definovaných aspoň na množině K a postupnosť bodov ( , \ ^ ) € K s l i r 
mi tou (| , % ), pričom Je £ k, «C = 1, 2, .... 
Předpokládájme, že t i e t o útvary sú v nasledujúcich vzťahoch: 
1. Funkcia F je na množině K spojitá a d. rovnica (A) má v bode 
( j , ^ ) dolný (horný) zložený integrál hp (Hp) definovaný v intervale kf 
2. pre. (x, y) £ K, oC = 1, 2, ..., platí nerovnosť: 
F(x, y) < F ^ (x, y ) , ( F(x, y)) * (x, y ) ) ; 
3* postupnosť funkcií F^ konverguje na množině K rovnoměrné k 
funkcii F; . . . 
4* každá d. rovnica y' = F^ (x, y ) , <ť - 1, 2, ... má integrál y ^ 
prechédzajúci bodom definovaný v Intervale k a i n t . křivka y ^ 
leží v množině K. 
Za týchto predpokladov platí druhá porovnávacia teoréma: Nech v kaž-
dom bode (x. y) & p/t platí nerovnosť 
f(x, y) 1 F(x, y) £f(x, y) 2 F(x„ y ) ) 
Potom každý integrál y d. rovnice (e) prechédzajúci bodom (J , \ ) , d e f i -
novaný v nejakom intervale j spina v každom čísle x 6. j O k nerovnosť: 
•v 
y(x) £ hp(x) pre x í j ; y(x) < hpU) pre x ž j 
(£(x) á Hp(x) pre x $ J ; y(x) £ Hp(x) pre j ) 
Obsah tejto vety.mfižeme názorné vyjadriť tým, že za uvedených predpo­
kladov, v případe f í F, (f $ F) , leží každá i n t . křivka y d. rovnice (a) 
prechádzajúca bodom ( j , t ), vlavo od tohto bodu nad (pod) a vpravo od neho 
pod (nad) i n t . křivkou hp (H p), pokial samozřejmé t i e t o časti kr i v i e k y, hp, 
H« existujú. 
